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Théoréme : Soit (X,) une suite de variables indépendantes identiquement
distribuées admettant un moment d'ordre 2. On pose :

H = E(Xl), 02 = Va.r(Xl)
Sh=X1+ - +Xp, Y= —

Alors la suite (Y;) converge en loi vers une variable aléatoire de loi A/(0,1) (la loi
normale centrée réduite). En d'autres termes, pour tout x € R,

P, <z)— L‘/ e 2 du.
vV 27’!’ —00

Développement limité des variables centrées réduites [modifier | modifier le code |

Pour une variable aléatoire Y d'espérance 0 et de variance 1. Comme Y € L? (Q, F, P), sa fonction caractéristique
est de classe C* et par propriété de la fonction caractéristique gogf) (0) = i*E[Y*)®

doncona ¢l (0) = SE[Y] = 0 et ¢} (0) = —E[Y?] = —Var(Y) = —1.

t2
Ainsi, oy admet un développement limité au voisinage de O de la forme ¢y (t) = 1 — - + o(t2), t—0
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Calcul de la fonction caractéristique de la variable Zn [ modifier | modifier le code |

Or, si on prend les Y; comme les variables centrées réduites des X7, X, ..., X, c'est-a-dire : @, ona
simplement :
o X, —p _ z": Y
o/vn i VN
Soit (£ € R ), et pour tout (n € N* ), comme (X1, . .., X,,) sont mutuellement indépendantes et identiquement

distribuées, on a :9

vz, (t) = E [exp(itZ,)]

afe(v5 )]

t \1" t2 2\1" 2
Donc la fonction caractéristique de Z,, est {goY (—)} = [1 ——+o0 (—)] — et /2 lorsque

NG n

n — oo.

Mais cette limite est la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite N(O, 1), d'ol I'on déduit le théoréme
central limite grace au théoréme de convergence de Lévy, qui affirme que la convergence simple des fonctions
caractéristiques implique la convergence en loi.

x S \'sk\s-.

Théoréme : Soit (X,,) et (Y,,) deux suites de variables aléatoires définies sur le
méme espace de probabilité (2, 4,P). Soit X une variable aléatoire et c€ R. On
suppose que (X,) converge en loi vers X et que (¥,) converge en probabilité vers
c. Alors (X,,,Y,) converge en loi vers (X, c).

> DL 903(:1&;3:

%7 X
In(14+x) = x— =+ ...+ (=) "=— + o(x")

x—0 2 n x:()

S k—1 Xk n
2_(=1FTT = 4ol

¥ X~ E€0Y).
Vac (X)= i);.\ E ] - 4.

* X+Y oo commo dumsk ‘gx*‘erw X & Y indd .
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Soit Z = X + Y la variable aléatoire somme des deux variables aléatoires indépendantes X
et Y de densité conjointe définie précédemment. Déterminons la densité f; de Z en s’aidant
d’une visualisation tridimensionnelle. Nous avons pour tout réel z :

fz(2)dz =P(z2<Z<z+dz)=Pz<X+Y<z+dz)

f2(2)dz est donc I'intégrale de la fonction de densité conjointe sur le domaine compris
entre les droites d’équation x +y = z et x + y = z + dz. Ce domaine est figuré en vert sur le
dessin ci-dessous.

xty=z+dz —— >

X+y=z
z4dz

Considérons alors la portion de ce domaine située entre les abscisses x et x + dx
(parallélogramme en vert plus foncé sur la figure).

xty=ztdz —— >

X+y=z
z4dz

y=z-x+dz |
y=z-X \

X X+dx

Puisque dx et dz sont des infiniments petits, nous pouvons considérer f(x,y) comme
localement constante autour du point M(x; z-x) pour le calcul de I'intégrale.

L’'intégrale de fsur le parallélogramme vert foncé est alors la méme que celle sur le rectangle
de méme aire figuré en rouge.
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x+ty=z+dz —— >

X+y=2 >
z4dz

y=z-x+dz |-

y=Z-X |-------e-

Or ce rectangle correspond a I'évenement :

E=x<X<x+don(z-x<Y<z—x+dz)

Et la probabilité (infiniment petite également) de cet événement est:
dP(E)=P(x<X<x+dx)P(z—x<Y<z-—x+dz)

= fx(x) dx fy(z —x) dz

Nous avons donc en intégrant tout ces petits rectangles :

x=+00
Fe@dz= | fiyaray = [ apee)
x=—00
Soit :
x=+00
@iz [ £ fG-0dxds
x=—00
Finalement, en sortant dz de l'intégrale et en simplifiant :
xX=+00
D= [ K fG-xdx
x=—00

Un autre endroit ot 'on rencontre fréquemment les convolutions est la théorie des
probabilités et le théoréme central limite. Soit deux variables aléatoires continues X7 et
Xo indépendantes de densité f(z) et g(z). Cela veut dire que la probabilité pour qu'une
réalisation de X; “tombe” entre x et x + dzx est égale & f(z)dz : Pr(z < Xi < z+dz) =
f(z)dz. Nous nous demandons maintenant si nous pouvons déterminer la densité de

probabilité h(z) de la variable Z = X; + Xj.
h(z)dz = Pr(z <X+ Xz <z+dz)

r1=-400
= / Pr(z —z1 < X2 < z — 21 +dz)Pr(z; < X1 < z1 + dx1)
x

1=—00

= s [ gle - ) f)don

00

Nous voyons donc que h(z) = (f * g)(z).
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